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Аннотация. В ходе предыдущих исследований было показано, что коэффициент пропор-
циональности зимнего маршрутного учета (ЗМУ) зверей, входящий в соответствующую 
формулу ЗМУ в виде постоянного множителя π/2, на самом деле является случайной вели-
чиной – такой же, как и среднее число пересечений учетным маршрутом следов, приходя-
щееся на единицу его длины, и средняя длина суточного хода зверей. Указанная величина 
π/2 является значением математического ожидания коэффициента пропорциональности, ес-
ли при проведении зимнего маршрутного учета зверей будут обеспечены условия равнове-
роятного пересечения учетным маршрутом суточного наследа в любом его месте и под лю-
бым углом в диапазоне от 0 до 2π. При этом и характер распределения коэффициента как 
случайной величины, и значения его дисперсии, как других его статистических характери-
стик, оставались неизвестными. В настоящем исследовании было установлено, что при вы-
полнении вышеназванных условий проведения учета распределение коэффициент пропор-
циональности ЗМУ как случайной величины будет экспоненциальным или показательным. 
Это позволяет заранее рассчитать значения его дисперсии и относительной статистической 
ошибки без сбора дополнительных учетных данных.  
Ключевые слова: учеты охотничьих животных, зимний маршрутный учет, коэффициент 
пропорциональности, суточный ход зверя, суточный наслед, следовые линии. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Впервые величину π/2 в виде постоянного множителя в формуле для расчета 

плотности населения зверей по числу пересечения их следов учетным маршрутом 
предложил В. И. Малышев (1936). Позже указанную величину, опять же как по-
стоянный множитель, при других математических моделях зимнего маршрутного 
учета (ЗМУ) определяли С. Д. Перелешин (1950) и Н. Г. Челинцев (1983, 2000). 
Однако принятые указанными выше исследователями модели учета не давали на-
глядной интерпретации этой величины, что вызывало у других исследователей 
сомнения в правильности формулы ЗМУ (Новиков, 1953; Гусев, 1965; Юргенсон, 
1970; Русанов, 1984).  Кроме того, все  перечисленные  выше  модели исходили  из 
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равновероятного или случайного размещения суточных наследов на исследуемой 
территории, а также равновероятной или случайной их ориентации по сторонам 
света, что вызвало сомнения в справедливости формулы ЗМУ уже в настоящее 
время (Наумов, 2014, 2015; Цындыжапова, Кожечкин, 2015). Это заставило нас 
предложить собственную модель учета, основанную на определении суммарной 
длины следовых линий зверей в пределах учетной ленты некоторой ширины (Кон-
дратенков, 2018), а также провести ряд имитационных экспериментов (Кондратен-
ков, 2018, 2019). Под следовыми линиями зверей здесь и далее в статье понимают-
ся неразрывные участки суточных наследов, ограниченных учетной лентой, осью 
которой является учетный маршрут. 

В ходе указанных экспериментов было показано, что величину π/2 можно ин-
терпретировать как коэффициент пропорциональности, показывающий во сколько 
раз при случайном или равномерном размещении учетных лент на исследуемой 
территории как по местоположению, так и по их ориентации в пространстве сум-
марная протяженность всех следовых линий в пределах учетной ленты, приходя-
щихся в среднем на одно пересечение центральной осью ленты этих следовых ли-
ний, больше ширины учетной ленты. При этом коэффициент пропорциональности 
является не постоянным множителем, а случайной величиной, такой же, как и 
среднее число пересечений учетным маршрутом следов, приходящееся на единицу 
его длины, и средняя длина суточного хода этих зверей. Математическое ожида-
ние его значения равно величине π/2 только при условии равновероятного пересе-
чения учетным маршрутом суточного наследа в любом его месте и под любым 
углом в диапазоне от 0 до 2π. Для обеспечения указанного условия необходимо и 
достаточно равномерного размещения на исследуемой территории учетных мар-
шрутов одинаковой длины, ориентированных не менее чем по трем равносмещен-
ным относительно друг друга направлениям. Длина всех маршрутов по всем вы-
бранным направлениям должна быть одинаковой, наиболее предпочтительной для 
этого представляется схема равномерного размещения замкнутых маршрутов в 
форме равносторонних треугольников. При указанном расположении учетных 
маршрутов на исследуемой территории характер размещения на ней учитываемых 
животных и ориентация их суточных наследов не имеют значения. При выполне-
нии указанных ранее условий пересечения маршрутом суточного наследа факти-
ческая ширина учетной ленты может быть произвольной. Кроме того, была уста-
новлена неразрывная связь коэффициента пропорциональности ЗМУ с показате-
лем частоты пересечений маршрутом следов зверей – среднему числу пересечений 
маршрутом следов зверей, приходящихся на единицу его длины. Так как они ос-
нованы на двух разных характеристиках одного и того же случайного события, а 
именно пересечения следа зверя маршрутом. В первом случае это угол их пересе-
чения, во втором – длина участка маршрута, приходящегося на это пересечение 
(Кондратенков, 2018). 

Как уже отмечалось ранее, величина π/2 вошла в формулу ЗМУ как постоян-
ный множитель и до сих пор является таковой. Возможно, это связано с тем, что 
математическое ожидание случайной величины является постоянной величиной. 
Однако значение коэффициента пропорциональности может стать равным значе-



 
 
 
 
 
 
 
 
 

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ КОЭФФИЦИЕНТА ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТИ 

ПОВОЛЖСКИЙ ЭКОЛОГИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ   № 4   2020                                                                    417 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

нию своего математического ожидания только когда число пересечений всеми 
маршрутами всех суточных наследов учитываемых зверей на исследуемой терри-
тории будет стремиться к бесконечности. В действительности это число всегда 
конечно, поэтому, как и у любой другой случайной величины, фактическое значе-
ние коэффициента пропорциональности будет всегда несколько отклоняться от 
своего математического ожидания (Кондратенков, 2019) и чем меньше будет чис-
ло пересечений, тем больше могут быть отклонения.  

Замену в формуле ЗМУ фактического значения коэффициента пропорцио-
нальности на значение его математического ожидания π/2 можно рассматривать 
как замену частной средней, определенной на части генеральной совокупности, 
общей средней, определенной на всей генеральной совокупности случайных вели-
чин. Такая замена всегда эффективна, так как не возникает систематической 
ошибки, однако статистическая ошибка при этом никуда не исчезает (Кондратен-
ков, 2017). Более того, как показали результаты предыдущего моделирования 
(Кондратенков, 2018), величина дисперсии значений коэффициента пропорцио-
нальности такого же порядка, что и дисперсия значений показателя частоты пере-
сечений следов. Поэтому нельзя пренебрегать вариацией значений этого показате-
ля учета при определении статистической ошибки оценки плотности населения 
учитываемых животных. Проблема заключается в том, что в отличие от значения 
математического ожидания коэффициента пропорциональности значение его дис-
персии нам не известно. А желательно каким-либо способом эту дисперсию опре-
делить заранее, в противном случае ее придется оценивать по выборочным дан-
ным, для чего будет необходимо в ходе учета измерять углы пересечений маршру-
тов со следами учитываемых зверей. 

Исследованию характера распределения значений коэффициента пропорцио-
нальности ЗМУ как случайной величины посвящена настоящая статья. 

 
МАТЕРИАЛ И МЕТОДЫ 

В основе всех упомянутых ранее методов определения значения математиче-
ского ожидания коэффициента пропорциональности ЗМУ лежит формула Коши по 
определению средней проекции отрезка прямой длины l на другие прямые, распо-
ложенные к этому отрезку под различными углами в диапазоне от 0 до 2π. Если 
длина отрезка прямой будет единичной, то несмещенной оценкой его средней про-
екции будет среднее значение синуса от угла β, равномерно распределенного в 
диапазоне от 0 до 2π. Среднее значение синуса будет равно 2/π, а его коэффициент 
вариации будет равен 18/2 −π  (Кендалл, Моран, 1972). В принципе, проводя 
ЗМУ, мы решаем обратную задачу по проекциям на перпендикуляр, проведенный 
к учетному маршруту, одновременно являющемуся осью учетной ленты некоторой 
ширины и определяем среднюю длину следовых линий, оставленных зверьми в 
пределах этой ленты. При случайном размещении учетных лент на исследуемой 
территории и при единичной их ширине несмещенной оценкой среднего значения 
коэффициента пропорциональности будет обратная величина от среднего значе-
ния синуса от угла β, равномерно распределенного в диапазоне от 0 до 2π, или – 
π/2. Если коэффициент пропорциональности был бы полностью тождественен об-
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ратно величине от синуса угла β, то логично было бы предположить, что его ко-
эффициент вариации тоже равен 18/2 −π . Однако по результатам имитационно-
го эксперимента, проведенного нами в 2018 г., можно было сделать предваритель-
ный вывод о том, что значение фактического коэффициента вариации больше ука-
занной величины (Кондратенков, 2018). Что, собственно, и послужило основанием 
для сомнения в полной тождественности коэффициента пропорциональности ЗМУ 
обратной величине от синуса угла β. 

Вначале изложим некоторые теоретические рассуждения на эту тему. Для то-
го чтобы математическое ожидание коэффициента пропорциональности ЗМУ бы-
ло равным величине π/2, необходимо обеспечить равную вероятность пересечения 
учетным маршрутом суточного наследа зверя в любом его месте. Если данное ус-
ловие обеспечено, то суточный наслед также будет пересекать учетный маршрут с 
равной вероятностью в любом его месте. Мы можем условно объединить все мар-
шруты в один, причем объединять маршруты можно в произвольном порядке. В 
этом случае точки пересечений будут занимать случайное и независимое друг от 
друга положение на таком объединенном маршруте и, следовательно, число пере-
сечений следов зверей x, приходящееся на единицу суммарной длины учетных 
маршрутов в своем варьировании будет соответствовать распределению Пуассона. 
Этот вывод мы можем распространить на случай распределения точек пересечения 
следов на плоскости (Вентцель, 2003), для чего в качестве сторон условного пря-
моугольника области распределения необходимо взять суммарные протяженности 
учетных маршрутов B и суточных наследов L. Тогда величина x/LB – число пере-
сечений следов, в среднем приходящееся на единицу площади указанной выше 
области распределения, также будет распределено по закону Пуассона. Отсюда 
обратная ей величина LB/x должна иметь экспоненциальное или показательное 
распределение. Эту величину можно интерпретировать как площадь указанной 
выше области распределения точек пересечения следов, приходящуюся в среднем 
на одно такое пересечение. Эта величина входит в формулу фактического значе-
ния коэффициента пропорциональности ЗМУ для исследуемой территории площа-
ди Q (Кондратенков, 2018): 

            .
Qx
LBk =  (1) 

Так как площадь исследуемой территории есть величина постоянная, то рас-
пределение коэффициента пропорциональности должно быть показательным, и, 
следовательно, его дисперсия должна быть равна квадрату его математического 
ожидания (Королюк и др., 1985). 

Таким образом, мы приходим к следующему выводу: случайные величины 
коэффициента пропорциональности ЗМУ и величина, обратная синусу от угла β, 
равномерно распределенного в диапазоне от 0 до 2π, хоть и имеют одинаковые 
значения своих математических ожиданий – π/2, но не являются тождественными 
друг другу, так как имеют различия в других характеристиках (таблица). 

Для проверки указанного вывода был проведен имитационный эксперимент, 
собственно, был продолжен предыдущий эксперимент (Кондратенков, 2019). Его 
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суть заключалась в следующем: в программной среде MapInfo на модельной тер-
ритории, представлявшей из себя круг диаметром 5 км, последовательно на пяти 
позициях размещались 19 треков различных видов охотничьих животных. Далее 
на модельную территорию, с расположенным на ней суточным наследом, наноси-
лась сеть параллельных маршрутов по двенадцати равносмещенным относительно 
друг друга направлениям. Частота маршрутной сетки для каждого наследа подби-
ралась таким образом, чтобы суммарное число всех пересечений его по всем на-
правлениям было не меньше тысячи для каждого его местоположения. 

 
Некоторые статистические характеристики коэффициента пропорциональности ЗМУ и 
величины обратной синусу от угла β 
Table. Some statistical characteristics of the proportionality coefficient of winter route count and 
the value of the inverse sin β 

Математическое ожидание Дисперсия Коэффициент вариации Случайные 
величины Формула Значение Формула Значение Формула Значение 

Величина обратная си-
нусу от угла β 

2
π  1.571 

32
)8( 22 −ππ 0.577 

8
82 −π  0.483 

Коэффициент пропор-
циональности ЗМУ k 2

π  1.571 
4

2π  2.468 1 1.000 

 
Предполагалось, что условия обитания животных в пределах модельной тер-

ритории однородны, а все суточные наследы оставлены одиночными животными. 
Число пересечений между линиями маршрутов и наследов определялось соответ-
ствующим инструментарием программы MapInfo.  

Продолжение эксперимента заключалось в том, что начальная частота мар-
шрутной сетки уменьшалась в два раза и заново пересчитывались все пересечения 
маршрутов с наследами, затем частота маршрутной сетки уменьшалась еще в два 
раза и так далее до тех пор, пока по какому-нибудь из выбранных направлений 
начинали отсутствовать пересечения. В общем выполнялось требование, чтобы 
для каждого из 12 направлений было не менее, чем по одному пересечению суточ-
ного наследа. Так как предыдущий эксперимент показал, что размещение одного и 
того же наследа в различных местах модельной территории равнозначно размеще-
нию в одном месте различных наследов, то использовалось только центральное 
положение суточных наследов на модельной территории (рис. 1). 

Всего для 19 суточных наследов было определено 123 значения коэффициен-
та пропорциональности при различном числе пересечения их маршрутами от 14 до 
1946 раз. Затем были определены квадраты отклонений фактических значений 
коэффициента пропорциональности от величины π/2, квадраты отклонений оцени-
вались следующим образом: 
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где ik  – среднее значение коэффициента пропорциональности для i-того суточно-
го наследа, определенного по всем маршрутам всех направлений; kij – значение 
коэффициента пропорциональности для i-того суточного наследа, определенного 

по всем маршрутам j-того направле-
ния; xij – число всех пересечений i-
того суточного наследа всеми мар-
шрутами j-того направления; li – 
длина i-того суточного наследа; Bj – 
общая протяженность всех маршру-
тов j-того направления; Q – площадь 
модельной территории. 

Здесь следует обратить внима-
ние на то, что коэффициент пропор-
циональности, определенный по фор-
муле (1), фактически является сред-
ним из соответствующих его значе-
ний по различным направлениям и 
влияние вариации, вызванной раз-
личной направленностью маршрутов 
на конечную вариацию значений ко-
эффициента, необходимо учитывать. 
Второе слагаемое в правой части вы-
ражения (2) как раз это и делает. 

После расчета квадратов укло-
нений становится возможным определить зависимость их значений от числа пере-
сечений учетными маршрутами суточного наследа. В качестве аппроксимирую-
щей была выбрана степенная функция вида y = axb, где за y принята величина 
∆2( ik ), в этом случае значение коэффициента a и будет оценкой дисперсии коэф-
фициента пропорциональности ЗМУ. 

Статистический анализ полученных результатов проводился при помощи про-
грамм Exsel и Statistica. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ 

Для удобства анализа аппроксимирующая функция путем логарифмирования 
была преобразована в линейное выражение lny = lna + blnx. Аппроксимация про-
водилась методом наименьших квадратов, ее результаты представлены на рис. 2. 

Величина ln a = 0.938 имеет стандартное отклонение σ = 0.294, ее фактическое от-
клонение от величины ln (π2/4) = 0.903 равно 0.12σ, а от величины ln (π2(π2 - 8)/32) = 
= -0.550 – 5.06σ. Это означает, что распределение коэффициента пропорциональ-
ности ЗМУ как случайной величины можно считать показательным. Обратное пре-
образование логарифмов дает выражение y = 2.555x-0.995. 

Таким образом, коэффициент пропорциональности не является полностью 
тождественным величине, обратной синусу от угла β, равномерно распределенно-
го в диапазоне от 0 до 2π, так как имеет вдвое большую вариабельность. Это мож-

 

 
Рис. 1. Пример расположения суточных насле-
дов на модельной территории 
Fig. 1. An example of the location of daily foot-
prints on the model territory 
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но объяснить тем, что при одной и той же ширине проекций на перпендикуляр, 
проведенный к учетному маршруту, вариация длин криволинейных следовых линий 
зверей будет больше, чем вариация длин прямолинейных отрезков – хорд, стяги-
вающих концы этих следовых линий. 

Из того, что коэффициент про-
порциональности имеет показатель-
ное распределение, вытекает ряд 
важных следствий. Ранее различные 
исследователи неоднократно прибе-
гали к предположению о случайном 
или пуассоновском характере рас-
пределения точек пересечения следов 
зверей на учетном маршруте (Смир-
нов, 1973; Приклонский, 1973; Че-
линцев, 2000 и др.). Однако прямых 
экспериментальных данных, под-
тверждающих это предположение, не 
приводилось. Настоящий экспери-
мент является хоть и не прямым, но 
косвенным подтверждением этому. 
Если выполнены условия, при кото-
ром распределение коэффициента 
пропорциональности ЗМУ будет по-
казательным, то, соответственно, 
распределения числа пересечений 
следов зверей, приходящееся на единицу длины маршрутов, а также на единицу 
длины суточных наследов должно быть пуассоновским. 

Следовательно, статистические ошибки коэффициента пропорциональности 
ЗМУ и показателя частоты пересечений маршрутом следов зверей одинаковы и 
равны x/1 , а так как указанные случайные величины независимы друг от друга, 
то относительная статистическая ошибка оценки показателя густоты следовых 
линий ,P̂  представляющую собой суммарную протяженность суточных наследов, 
приходящуюся в среднем на единицу площади исследуемой территории, и оценки 
общей протяженности всех суточных наследов на исследуемой территории ,L̂ бу-
дут равны 

,2)ˆ()ˆ(
x

PL == εε  .ˆˆ PQL =                                                 (3) 

Общую формулу для нахождения относительной статистической ошибки 
оценки густоты следовых линий, правда в других обозначениях, мы приводили 
ранее (Кондратенков, 2018) и считали ее тогда приближенной. Сейчас уже можем 
утверждать, что она была точной, так как других факторов, влияющих на вариа-
цию показателя густоты следовых линий, кроме коэффициента пропорционально-
сти ЗМУ и показателя частоты пересечений маршрутом следов зверей, нет. 

 
ln y = 0.938 - 0.995ln x 
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Рис. 2. График функции распределения квадра-
тов отклонений фактических значений коэффи-
циента пропорциональности от величины π/2 в 
зависимости от числа пересечений следов в ло-
гарифмическом масштабе (R2 = 0.742, p < 0.001) 
Fig. 2. Plot of the distribution function of the 
squared deviations of the actual values of the pro-
portionality coefficient from π/2 as a function of 
the number of intersections of traces on a loga-
rithmic scale (R2 = 0.742, p < 0.001) 
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Здесь надо оговориться, все вышесказанное верно для одиночных животных, 
если же животные перемещаются группами (стадами, стаями), то указанные ут-
верждения будут верными только в отношении групповых наследов и групповых 
следов, рассматриваемых как одна линия, если они оставлены единой группой зве-
рей, включая и одиночных особей. Так как даже при выполнении всех указанных 
ранее необходимых условий проведения учета распределение точек пересечения 
маршрутом всех следов для стадных или стайных животных не будет пуассонов-
ским, а распределение значений коэффициента пропорциональности ЗМУ не будет 
показательным. 

Для случая стадных или стайных животных выражение (3) примет следующий 
вид: 

( )( ),12)ˆ()ˆ( 2
2 bС

x
PL +== εε  (4) 

где x* – число пересечений маршрутом групповых следов учитываемых зверей 
(рассматриваемых как одна линия), С(b) – коэффициент вариации числа особей в 
группах. 

Также можно дать еще одну геометрическую интерпретацию значения коэф-
фициента пропорциональности ЗМУ – его значение показывает во сколько раз 
площадь условного прямоугольника, одна сторона которого представляет собой 
отрезок суммарной длины суточных наследов, другая – отрезок суммарной длины 
маршрутов, приходящихся в среднем на одно пересечение, больше площади ис-
следуемой территории. 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Итак, в результате проведенного имитационного эксперимента было установ-
лено, что коэффициент пропорциональности не является полностью тождествен-
ным величине, обратной синусу от угла β, равномерно распределенной в диапазо-
не от 0 до 2π, несмотря на равенство значений математических ожиданий. Если 
при проведении зимнего маршрутного учета зверей будут обеспечены условия 
равновероятного пересечения учетным маршрутом суточного наследа в любом его 
месте и под любым углом в диапазоне от 0 до 2π, то распределение коэффициента 
ЗМУ как случайной величины будет показательным. При этом распределение чис-
ла пересечений следов (групповых следов) зверей, приходящихся на единицу дли-
ны маршрута, будет пуассоновским. 

То, что при проведении зимнего маршрутного учета зверей посредством соот-
ветствующего расположения учетных маршрутов на исследуемой территории мо-
гут быть созданы условия, при которых нам будут заранее известны распределе-
ния таких показателей учета, как частота пересечений маршрутом следов (группо-
вых следов) зверей и коэффициент пропорциональности, а также значение матема-
тического ожидания последнего, является существенным преимуществом ЗМУ 
перед другими учетами, не столь математически обоснованными. Это позволяет, 
даже в отсутствие пересечений учетными маршрутами определенной протяженно-
сти следов (групповых следов) зверей, оценить при заданном уровне значимости, 
какой должна быть предельно возможная суммарная протяженность суточных на-
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следов (групповых суточных наследов) на исследуемой территории, при которой 
еще могут регистрироваться следы зверей. Это может быть важным при учете ред-
ких или малочисленных видов, когда достоверно известно, что данные звери на 
обследуемой территории присутствуют, однако при проведении там ЗМУ пересе-
чений их следов учетными маршрутами нет. В таком случае можно определить 
верхнюю доверительную границу численности «не более» для указанных видов на 
исследуемой территории. 

Знание распределений показателей учета значительно облегчает определение 
статистических ошибок учета и позволяет рассчитывать их наиболее простым спо-
собом. 
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Abstract. In previous studies it was shown that the coefficient of proportionality of the 
winter route count (WRC) of animals included in the formula of WRC in the form of a 
constant multiplier π/2, is actually a random variable – the same as the average number 
of intersections account route traces per unit length, and the average length of the diur-
nal animals. The value π/2 is the mathematical expectation value of the proportionality 
factor, provided that the count route equiprobably crosses the daily footprint at any 
place and at any angle from 0 to 2π during a winter route counting of animals. At the 
same time, both the nature of the distribution of the coefficient as a random variable 
and the values of its variance as its other statistical characteristics remained unknown. 
In this study, it was found that when the above-mentioned count conditions are met, the 
distribution of the proportionality coefficient of WRC as a random variable will be ex-
ponential or power-like. This allows calculating the values of its variance and relative 
statistical error in advance without collecting additional count data. 
Keywords: accounts of hunting animals, winter route accounting, proportionality coef-
ficient, daily movement of an animal, daily footprints, trail lines. 
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